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Резюме: Излагаемая работа посвящена исследованию решении задачи Коши 

для двухмерного дифференциального уравнения второго порядка с дискретно 

мультипликативными и дискретно поверативными производными по различным 

переменным. Определяя общее решение рассматриваемого уравнения, которое 

содержит некоторые произвольные постоянные. Эти произвольные постоянные 

определяются с помощью заданных начальных данных. 
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1. Введение: Задачи для дискретно мультипликативной производной 

впервые были рассмотрены в работах [12] и [7]. В [12] -ой работе исследуется 

задача Коши и граничная задача для обыкновенного дифференциального 

уравнения второго порядка с дискретно мультипликативной производной. А 

во [7]-ой рассматривается задача Коши и граничная задача для обыкновенного 

дифференциального уравнения второго с дискретно поверативной 

производной  

Далее рассматривается поверативная производная как в непрерывном 

случае, так и в дискретном случае также определена в работах [3] – [4].В этих 

работах исследуются задачи для обыкновенных  дифференциальных 

уравнений  второго порядка с дискретно поверативно-мултипликативной и 

мультипликативно – поверативной производной. 

Аналогичные работы для обыкновенного дифференциального 

уравнения с дробными производными исследованы в [9] и[14]. 

                                                           
1The work was presented at the webinar of the Institute of Applied Mathematics 16.11.2021  
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Граничные задачи для дифференциального уравнения с дискретно 

аддитивными и дискретно мультипликативными производными были 

рассмотрены в работе  [2]. 

Продолжения этих работ ,которые содержат задачи для 

дифференциального уравнения с  дискретно поверативные производные 

рассматриваются в работах [1]и[5]. 

 Арифметика дискретно аддитивного анализа излагается в работе[6]. 

Здесь введен аналог степенной и  инвариантной функции относительно 

дискретно аддитивной производной. 

Изложение дискретно мультипликативного анализа посвящена работа 

[7]. 

Для обоснования полученных новых производных и интеграла 

приводятся в виде развития числового множества [8]. Наконец задача Коши и 

граничная задача для дифференциального уравнения с тремя дискретными 

производными приведены в работах[9]и[10]. 

Инвариантные функции для дискретно аддитивных и дискретно 

мультипликативных производных исследуется в работе [15]. 

В работах [16] – [19] рассмотрены задачи Коши и граничные задачи для 

дифференциальных уравнений с дискретно аддитивными, дискретно 

мультипликативными и дискретно поверативными производными.    

Излагаемая работа посвящена задаче Коши для двумерного 

дифференциального уравнения второго порядка с дискретно 

мультипликативной и дискретно поверативной производной по различным 

аргументам. Исходя из определения дискретно поверативной производной 

уравнения второго порядка с дискретно мультипликативными и дискретно 

поверативными производными сводятся к уравнению первого порядка 

содержащая лишь только дискретно мультипликативную производную. 

Далее исходя из определения дискретно мультипликативной 

производной определяется решение полученного уравнения первого порядка 

С этим определяется общее решение дискретной производной второго 

порядка, который   зависит от двух произвольных последовательностей 

Эти произвольные последовательности определяются с помощью 

заданных начальных данных. Таким образом мы получаем решение задачи 

Коши для двумерного дискретного дифференциального уравнения с частными 

производными 

   

2. Постановка задачи:   
 

Рассмотрим следующее уравнение: 

                 𝐷2
{/}

𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛 = 𝑓𝑚𝑛 ,   𝑚 ≥ 0,   𝑛 ≥ 0                                              (1) 

  

где  𝑓𝑚𝑛 при  𝑚 ≥ 0 , 𝑛 ≥ 0 – заданная вещественнозначная 

последовательность, 𝑢𝑚𝑛- искомая последовательность. 
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Дискретно мультипликативная производная по первому аргументу 

имеет вид: 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛 =
𝑢𝑚+1𝑛

𝑈𝑚𝑛
 ,                                                             (2) 

 

а дискретно поверативная производная по второму аргументы даётся в виде: 

 

  𝐷2
{/}

𝑢𝑚𝑛 = √𝑢𝑚𝑛+1
𝑢𝑚𝑛

  ,                                                 (3) 

 

Тогда учитывая определение (3) уравнение (1) представим в виде: 

 

√𝐷1
[/]

𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛

𝑢𝑚𝑛+1 = 𝑓𝑚𝑛 , 

 

возводя  в степень 𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛 , имеем: 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛+1 = 𝑓𝑚𝑛
𝐷1

[/]
𝑢𝑚𝑛    𝑚 ≥ 0,   𝑛 ≥ 0                                                           (4) 

 

Теперь в (4) давая n значение начиная от нуля, получим:  

n = 0 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚1 = 𝑓𝑚0

𝐷1
[/]

𝑢𝑚0  , 𝑚 ≥ 0           ,                                         (5) 

 

n = 1, 

𝐷1
[/]

𝑚2 = 𝑓𝑚1

𝐷1
[/]

𝑢𝑚1  ,    𝑚 ≥ 0           ,                                   

 

учитывая (5), имеем: 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚2 = 𝑓𝑚1

𝑓𝑚0

𝐷1
[/]

𝑢𝑚0

 ,    𝑚 ≥ 0           ,                                                                         (6) 

 

при n = 2 , из (4) получим: 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚3 = 𝑓𝑚2

𝐷1
[/]

𝑢𝑚2  ,    𝑚 ≥ 0           ,                                    

 

учитывая (6) находим: 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚3 = 𝑓𝑚2

𝑓𝑚1

𝑓𝑚0

𝐷1
[/]

𝑢𝑚0

 ,    𝑚 ≥ 0           ,                                                                       (7) 

 

Продолжая этот процесс из (4) имеем: 
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𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛 = 𝑓𝑚𝑛−1

𝑓𝑚𝑛−2

⋰
𝑓𝑚1

𝑓𝑚0
𝐷1

[/]
𝑢𝑚0

 ,    𝑚

≥ 0           ,                                                          (8) 

 

Принимаем следующие обозначения: 

 

𝑓𝑚𝑛−1

𝑓𝑚𝑛−2

⋰
𝑓𝑚1

𝑓𝑚0
𝐷1

[/]
𝑢𝑚0

= 𝑔𝑚𝑛 (𝑓𝑚𝑘𝐷1
[/]

𝑢𝑚0) , 𝑚 ≥ 0 .                          (9) 

 

Тогда уравнения (8) примут вид: 

 

𝐷1
[/]

𝑢𝑚𝑛 = 𝑔𝑚𝑛, 𝑚 ≥ 0 , 𝑛 ≥ 1 .                                        (10) 

 

Исходя из определения (2) уравнения (10) представим в виде: 
𝑢𝑚+1𝑛

𝑢𝑚𝑛
= 𝑔𝑚𝑛, 𝑚 ≥ 0, 𝑛 ≥ 1.                                             (11) 

 

Теперь зададим индексу m значения, начиная от нуля, т.е. при m = 0, имеем: 

 
𝑢1𝑛

𝑢0𝑛
= 𝑔0𝑛 , 𝑛 ≥ 1 ,                                                            (120) 

 

при m = 1, 

 
𝑢2𝑛

𝑢1𝑛
= 𝑔1𝑛 , 𝑛 ≥ 1 ,                                                           (121) 

 

при m = 2 

 
𝑢3𝑛

𝑢2𝑛
= 𝑔2𝑛 , 𝑛 ≥ 1 ,                                                           (122) 

 

 

Давая m значение m– 1, из (11) получим: 

 
𝑢𝑚𝑛

𝑢𝑚−1𝑛
= 𝑔𝑚−1𝑛 , 𝑚 ≥ 1 ,                                          (12𝑚−1) 

 

Умножая (12к) при k = 0 до k = m– 1, имеем: 
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𝑢1𝑛

𝑢0𝑛
∙

𝑢2𝑛

𝑢1𝑛
∙

𝑢3𝑛

𝑢2𝑛
⋯

𝑢𝑚𝑛

𝑢𝑚−1𝑛
= ∏ 𝑔𝑘𝑛

𝑚−1

𝑘=0

 , 𝑚 ≥ 1 , 𝑛 ≥ 1 , 

 

или  

 

𝑢𝑚𝑛

𝑢0𝑛
= ∏ 𝑔𝑘𝑛

𝑚−1

𝑘=0

 , 𝑚 ≥ 1 , 𝑛 ≥ 1 , 

 

или же 

 

𝑢𝑚𝑛 = 𝑢0𝑛 ∏ 𝑔𝑘𝑛

𝑚−1

𝑘=0

, 𝑚 ≥ 1 , 𝑛 ≥ 1 .                      (13) 

 

Таким образом, для общего решения уравнения (1) получили представления 

(13), где 𝑢0𝑛 - произвольная последовательность, а 𝑔𝑘𝑛 определяется в виде: 

 

𝑔𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛−1

𝑓
𝑘𝑛−1

⋰
𝑓

𝑘1

𝑓
𝑘0

𝑢𝑘+10
𝑢𝑘0

 , 𝑘 ≥ 0 , 𝑛 ≥ 1 ,                           (14) 

 

где 𝑢𝑘0 также является произвольной последовательностью. 

 

Теорема 1. Пусть 𝑓𝑚𝑛 при 𝑚 ≥ 0, 𝑛 ≥ 0 – заданная вещественнозначная 

последовательность, тогда общее решение уравнения (1) имеет вид (13), где 

𝑔𝑘𝑛 даётся в виде (14), а 𝑢0𝑛 и 𝑢𝑘0  являются произвольными 

последовательностями. 

Теперь к уравнению (1) присоединим следующее начальное условие: 

𝑢0𝑛 = 𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 0 ,                
 𝑢𝑘0 = 𝛽𝑘  , 𝑘 ≥ 0 , 𝛼0 = 𝛽0 .                                           (15) 

 

Тогда решение задачи Коши (1), (15) полученное из общего решения (13) 

имеет вид: 

 

𝑢𝑚𝑛 = 𝛼𝑛 ∏ 𝑔𝑘𝑛

𝑚−1

𝑘=0

,     𝑚 ≥ 1 , 𝑛 ≥ 0 .                        (16) 
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𝑔𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛−1

𝑓𝑘𝑛−2

⋰
𝑓

𝑘1

𝑓
𝑘0

𝛽𝑘+1
𝛽𝑘

 ,

𝑘 ≥ 0, 𝑛 ≥ 1 ,                                                            (17) 
 

𝑔𝑘0 =
𝛽𝑘+1

𝛽𝑘
 , 𝑘 ≥ 0 .                                                            (18) 

 

С этим получено следующее  утверждение. 

Теорема 2. При условиях теоремы 1, если 𝛼𝑛 , 𝑛 ≥ 0 и 𝛽𝑘  при 𝑘 ≥
0 являются заданными вещественными последовательностями 𝛼0 = 𝛽0 , то 

тогда решение задачи Коши (1), (15) имеет решение в виде (16), где 𝑔𝑘𝑛 даётся 

в виде (17) и (18). 

Заключение: В данной работе рассматривалась задача Коши для 

двумерного дифференциального уравнения второго порядка с дискретно 

мультипликативным и дискретно поверативными производными. Исходя из 

определения мультипликативной производной определяется решение 

уравнения первого порядка.  С этим определяется общее решение дискретной 

производной второго порядка, которое зависит от двух произвольных 

последовательностей. Эти произвольные последовательности определяются с 

помощью заданных начальных данных. Таким образом мы получаем решение 

задачи Коши для двумерного дискретного дифференциального уравнения с 

частными производными . 
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Abstract: Presented work is devoted to the study of the solution of Cauchy problem 

for two- dimensional second- order differential equation with discrete multiplicative and 

discrete powerative derivatives on different variables. General solution of the equation in 

question was determined, which contains some arbitrary constants. These arbitrary constants 

are determined using given initial data. 
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